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1. Introduction 

Cet article est consacré à une étude p-adique de l'équation différentielle algébrique de degré 
minimal annulant une série Gevrey arithmétique d'ordre —1 (c'est-à-dire, une .E-fonction). 
Plus précisément, on y démontre une conjecture d'Yves André (conjecture 4.7 de [A2]). 

Fixons d'abord quelques notations. Soit K un corps de nombres et soit Vq l'ensemble de 

toutes les places finies v de K. Pour chaque v G V au-dessus d'un nombre premier p = p(v), 

-i 

on normalise la valeur absolue f-adique de façon que \p\ v = p et on note tt v = pp- 1 . On 
désigne aussi par K v le complété de K pour cette valeur absolue, et on fixe un plongement 
K C. Pour tout réel r > 0, le rayon de convergence générique R v ((p,r) d'un opérateur 
différentiel G K[x, d/dx] est, par définition, le rayon de convergence, limité supérieurement 
par r, d'une base de solutions de au voisinage d'un point générique f-adique de valeur 
absolue r. 

Une série formelle J2 n>0 a n x n est dite série Gevrey arithmétique d'ordre s G Q si ses co- 
efficients a n sont des nombres algébriques et s'il existe une constante C > telle que les 
conjugués du nombre algébrique a n /(n\) s soient de valeur absolue inférieure à C n , et que, 
pour tout n G N, le dénominateur commun d n des nombres a = a /(0!) s , . . . ,a n /(n!) s soit 
inférieur à C n . Cette classe englobe les séries hyper géométriques généralisées confluentes ou 
non, à paramètres rationnels. L'ensemble de telles séries est noté Q{a;} s . Une série formelle 
à coefficients algébriques est dite holonome si elle est solution d'une équation différentielle 
linéaire à coefficients dans Q(x). Les G-fonctions (resp. les £'-fonctions) sont par définition 
les éléments holonomes de Q{x}o (resp. de Q{a;}_i). 

La théorie des G-fonctions a connu un essor remarquable au cours des dernières décennies, 
principalement grâce aux travaux de Chudnovsky, Bombieri et André. Leurs contributions 
ont mis en évidence certaines connexions avec la transcendance et la géométrie arithmétique. 
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En particulier, Chudnovsky a prouvé que l'opérateur différentiel <f> de K[x, d/dx] d'ordre min- 
imal (en d/dx) annulant une G-fonction satisfait la condition dite de Galochkin (cf. [CC], 
[Al, VI]). Un opérateur différentiel de K[x, d/dx] qui remplit cette condition est appelé un G- 
opérateur. André, plus tard, a établi l'équivalence entre cette condition et celle de Bombieri, 
à savoir qu'un opérateur différentiel de K[x,d/dx] est un G-opérateur si et seulement s'il 
satisfait ELeVo ^>(0> 1) [Al, IV 5.2]. Grâce au théorème de Katz [Ka, 13.0], on vérifie 
que les G-opérateurs n'ont que des singularités régulières à exposants rationnels. De plus, 
toutes les séries formelles qui interviennent dans leurs solutions, en tout point fini ou infini, 
sont des G-fonctions [Al, V]. 

L'étude des séries Gevrey arithmétiques d'ordre non nul holonomes a été récemment 
développée par Y. André dans [A2]. En particulier, ce dernier a introduit une nouvelle 
classe d'opérateurs différentiels appelés .^-opérateurs. Par définition, un ^-opérateur est la 
transformée de Fourier-Laplace d'un G-opérateur. Cette appellation est justifiée par le fait 
que l'opérateur différentiel de degré minimal en x de K[x, d/dx] annulant une i?-fonction est 
la transformée de Fourier-Laplace d'un G-opérateur [A2, 4.2]. Également, les séries formelles 
qui interviennent dans les solutions en d'un ^-opérateur sont toutes des ^-fonctions [A2, 
4.3]. L'importance de ces opérateurs vient du fait que, si y G Q{^} s pour un certain rationnel 
s non nul, alors y(x~ s ) est solution d'un ^-opérateur ip [A2, 6.1]. Un tel résultat, conbiné aux 
propriétés de ces opérateurs, fournit une bonne connaissance des propriétés de l'opérateur 
d'ordre minimal annulant un élément de Q{x} s ^ (Théorème de dualité [A2]). Ces résultats 
permettent, en particulier, de retrouver certains théorèmes fondamentaux de la théorie de 
transcendance: théorème de Lindemann-Weierstrass et théorème de Siegel-Shidlovskii [A3]. 
André a aussi conjecturé une caractérisation p-adique des ^-opérateurs analogue à celle de 
Bombieri pour les G-opérateurs [A2, 4.7]. En réponse à cette conjecture, nous démontrons 
ici le résultat suivant: 

Théorème 1.1. Soit tp G K[x,d/dx]. Alors ip est un E-opérateur si et seulement si les 
conditions suivantes sont satisfaites: 

(1) les pentes du polygone de Newton (au sens de Ramis) de ip sont dans { — 1,0}, 

(2) n„ e ^(^^K^o. 

Notons que la conjecture précise d'André remplace la condition (1) par la condition plus 
faible que <f> n'ait de singularités qu'en et en l'infini. Cependant, on verra par un exemple 
que ceci ne suffit pas et qu'il y faut la condition plus forte que nous donnons sur le polygone 
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de Newton-Ramis (voir l'exemple 4.6). 

La démonstration de ce théorème est basée essentiellement sur les propriétés locales des 
G-opérateurs (Corollaire 3.2.1) par le biais d'une transformée de Laplace formelle (nouvelle) 
et d'une généralisation du principe de transfert de Christol [MR] combinés à quelques pro- 
priétés du polygone de Newton-Ramis. 

Cet article est organisé ainsi: 

La section 2 est consacrée aux notations et résultats préliminaires. En particulier, on y 
donne un critère arithmétique local pour la rationalité des exposants (Corollaire 2.3.3), et on 
y établit l'équivalence entre conditions "Bombieri" et "local Bombieri" dans un cadre plus 
général (Théorème 2.4.2). On définit ensuite le polygone de Newton au sens de Ramis et on 
cite certaines de ses propriétés (§2.5). On définit aussi une transformée de Fourier-Laplace 
généralisée qui étend à la fois la transformée de Fourier-Laplace usuelle et celle de Dwork 
normalisée (§2.6). Dans la section 3, on rappelle quelques propriétés des G-opérateurs et 
^-opérateurs. Puis, dans la section 4, on démontre une première moitié du théorème 1.1, à 
savoir que les conditions (1) et (2) de ce théorème sont nécessaires. On introduit, dans la 
section 5, une transformation de Laplace formelle généralisée C\, par rapport à une matrice 
A carrée n x n à coefficients dans un corps de nombres K et à un nombre algébrique r G K, 
agissant sur les matrices de la forme de A(x)x A , où A(x) est une matrice m x n k coeffi- 
cients dans K[[x, 1/x]]. Cette transformation satisfait des propriétés de commutation avec la 
dérivation d/dx et avec la transformée de Fourier-Laplace généralisée qui sont analogues au 
cas classique (Proposition 5.1). De plus on démontre des relations de comparaison entre les 
rayons de convergence des coefficients de A(x)x A et ceux de son image C T k (A(x)x k ) (Propo- 
sition 5.2.2). On combine tous ces outils dans la section 6 pour compléter la démonstration 
du théorème 1.1. 

Remerciements. Nous tenons à remercier G. Christol pour son soutien, D. Roy pour 
ses suggestions dans la présentation du §5 et Y. André pour ses remarques. 

2. Notations et résultats élémentaires 

2.1 Modules différentiels 

Soit K un corps commutatif muni d'une dérivation d, soit K le corps des constantes de d 
dans /C et soit n > 1 un entier. Un /C-module différentiel M. est un module libre de rang n 
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sur /C muni d'un if-endomorphisme V de AI qui vérifie pour tout m G Ai et tout a G /C 
la condition V(ara) = aV(rn) + d(a)m. A chaque base {e^} de .M sur /C correspond une 
matrice A = (Aj) £ M n (/C) vérifiant 

n 
J'=l 

appelée représentation de la dérivation <9 dans la base {e^} (ou simplement matrice associée 
à Ai) ainsi qu'un système différentiel dX = AX où X désigne un vecteur colonne n x f ou 
encore une matrice n x n. Un changement de base dans Ai se traduit par la donnée d'une 
matrice Y G GL„(/C) telle que K[A] := YAY^ 1 + d(Y)Y~ 1 soit la représentation de 9 dans la 
nouvelle base. La donnée de Ai correspond aussi à celle d'une équation différentielle linéaire 
via le lemme du vecteur cyclique (cf. [Ma, III]). 



Inversément, si on dispose d'un opérateur différentiel = ^^did 1 G /C[<9] avec a n ^ 0, 



i=0 



on peut lui associer le K,- module différentiel Ai^ = K[d\/K[d\<j) de rang n qui correspond au 
système 

/ I ... \ 



dX = A A X où A, 



\ 











«2 







1 

On-1 



On associe aussi à l'opérateur adjoint <fi* = ^^(— <9) l aj. On vérifie que — t A ( f ) est associée 

i=0 

à A1<^* = K\d\/K,[d\(f)* . Plus généralement, A est une matrice associée à Aie/, = JC[d]/JC[d]<j), 
si et seulement si — 1 A est associée à Ai^*. Ceci résulte du fait que pour tout Y G GL„(/C), 
on a 

= 'Y^i-'A^Y -'Y^di'Y) =* Y^i-'A^Y + d^Y^fY 
= CY-^A,]. 

Soient Ai, . . . , Ai des matrices carrées à coefficients dans K,. On note par Ai a, le module 
différentiel associé à la matrice Ai pour i = 1, . . . ,£, et par ®i<i<iA,i la matrice diagonale 
par blocs 

(Ai \ 

A 2 



h<i<eAi 



\ 



A e ) 



avec les blocs Ai,..., Ai sur la diagonale. De façon similaire, on définit ®i<i<iAiA t '■ = 
• A/ ^ei< l <M ! - Si Ai, . . .,Ai e M„(/C), on pose ®i<i<iMA, ■= Ai Al +...+A r On notera par I n la 
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matrice identité de M n (/C). 

2.2 Rayon de convergence au voisinage d'une singularité 

On considère le corps différentiel /C = K(x) muni de la dérivation d = d/dx. Soit 
A4 le K(x)-moàu\e différentiel de rang n associé à une matrice A(x) à coefficients dans 
K(x). On dit que A4 est régulier en 0, s'il existe une extension finie K' de K, une matrice 
Ya{x) G Qh n (K' '((x))) , appelée matrice de réduction de A(x) (ou de A4) en et une matrice 
T G M n (K') telles que Ya(^)[^.(^)] = T/x. Dans ce cas, Ya(x)^ 1 x t est solution du système 
dX/dx = A(x)X. On vérifie que les valeurs propres de T modulo Z ne dépendent que de 
A4. On les appelle les exposants de A4 en 0. Quitte à faire un changement de bases dans 
A4, on peut supposer que la matrice T est sous forme de Jordan. 

En particulier, si A(x) = A^ pour un opérateur différentiel de K(x)[d], la matrice Ya(x) 
sera notée et appelée matrice de réduction de 0. 

On dit que A4 est régulier en l'infini, si le i^(x)-module A4°° obtenu à partir de A4 par 
le changement de variable x — > 1/x est régulier en 0. Cela signifie qu'il existe une exten- 
sion finie K' de K, une matrice Y^x) G GL n (i^'((:r))), appelée matrice de réduction de 
A (ou de A4) en l'infini et une matrice r œ G M n (K') telles que Y oc (x^ 1 )[A(x)] = —T^/x. 
Les exposants de A4 en l'infini sont les valeurs propres de modulo Z. Dans ce cas, 
Y 00 (x~ 1 )(x~ 1 ) To ° est solution du système dX/dx = A(x)X. 

Soit G K(x)[d]. Par extension, on attribuera à les propriétés que A4^ possède. On 
constate alors, depuis §2.1, que est régulier en (resp. l'infini) si et seulement si 0* est 
régulier au même point, auquel cas, les exposants de 0* en (resp. en l'infini) sont les mêmes 
que ceux de mais de signes opposés. 

On désignera par l'opérateur différentiel obtenu à partir de par le changement de 
variable x — ► — x et par A4 a le if(x)-module différentiel (régulier en 0) associé à l'équation 
xd/dx — a où. a est un élément de K. 

Dans la suite, on pourra toujours supposer K suffisamment grand de sorte qu'on puisse 
prendre K' = K. On fixera pour toute place finie v de Vq, un plongement K <— > K v 
Cp( v ) £l p (v), où fi p („) est une extension de C p („) valuée complète et algébriquement close, 
dont le groupe des valeurs absolues est M> et dont le corps résiduel est une extension stricte 
du corps résiduel F p („)oo de C p („). Pour tout réel r > 0, on notera par t v>r un point générique 
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dans ilpM de valeur absolue r. On notera par S l'ensemble de tout les nombres premiers de 
Z >0 . On dira qu'une propriété est vérifiée pour presque tout v, si elle est vérifiée pour tout 
v G V excepté peut-être pour un nombre fini de v. 

Soient maintenant v une place finie fixée de Vq et I un intervalle de R>o- On notera par 
A V (I) l'anneau des fonctions analytiques dans la couronne C V (I) := {a G C v ( p ) \ \a\ v G /} : 

Av(I) = {V^x* G C p r v) [[x, l/x}} | lim \cii\y = 0, V r G /}, 

iGZ 

et par H V (I) le complété de l'anneau des fractions rationelles / de C p m(x) n'ayant pas de 
pôle dans C V (I) pour la norme := sup rg/ \f(t V)r )\ v . On sait que TC V (I) Ç A V (I), avec 

égalité si I est fermé. 

Si n G Z> et F G M n (K((x))), on pose, s'il existe, r v (Y) := sup{r > | Y G 
M n (A(]0,r[))}, et R V (Y) := min(r„(y), r^F- 1 )) si en plus Y G GL n (K((x))). Cette 
dernière notation est justifée par le résultat suivant de F. Baldassarri [Ba, III]. 

Proposition 2.2.1. Si Y(x) est une matrice de réduction d'un K(x) -module M. en 
ou en l'infini, alors R V (Y) est non nul. 

Le symbole de Pochhammer (a)j est défini pour tout a G K et tout entier i G Z> par 
(a)o = 1 et (a)i = a (a + 1) . . . (a + i — 1) pour i > . Avec cette notation, le théorème 2 
de (O] donne aussitôt: 

Lemme 2.2.2. Soit v une place finie de K. Pour tout entier a > 1 ou tout nombre 
rationel a non entier de dénominateur premier àp(v), on a lim^oo |(a;)j|« = ti v . En parti- 
culier, si a = 1, on a lim \i\\ l J % = n v . 

2.3 Rayon de convergence générique 

Soient n un entier positif, v une place finie de Vo, / un intervalle de IR>o et A une matrice 
n x n à coefficients dans Tt v (I). Pour tout réel r de / (l'adhérence de I dans M>o), le 
rayon de convergence générique R v (A4A,r) du module différentiel M. a associé à A est, par 
définition, le rayon de convergence, limité supérieurement par r, d'une solution Ut vr de 
GL n (fi p („)[[a; — t V)t ]]) du système dU/dx = AU au voisinage du point générique t v>r . D'après 
[CR, 9.2.7], si F G GL n {H v {I))), on a pour tout r de / 



(2.1) 



R V (M Y [A], r) = R V (M A , r). 
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Du fait qu'on a pour tout sous-intervalle fermé non vide J de /, Tï v (J) = A V (J) , la 
définition du rayon de convergence générique ci-dessus et l'égalité (|2.1|) s'étendent, pour tout 
r G I, au cas où A G M n (A v (I)), Y G GL n (A v (I)). 

Supposons dorénavant que A G M n (K(x)). On déduit du théorème 2 de [Po] que le 
graphe de la fonction p \— > \og(R v (M.A, exp(p))) est un polygone, ayant un nombre fini de 
côtés à pentes rationnelles, appelé polygone de convergence de A4 a, sur M que l'on note 
par V v . En particulier, si A G M n (7ï v (I)), alors la partie de V v au-dessus de l'intervalle 
log(J) := {log(p) | p G /} est concave. De plus, si A = A$ pour un certain opérateur 
différentiel de K(x)[d/dx], on vérifie que les deux fonctions R V {M.^ .) et R v (4>, .) coïncident 
sur M >0 . Le polygone V v de M.$ est alors dit aussi polygone de convergence de (p. 

Théorème 2.3.1 (de finitude) [MR, 3.1]. L'ensemble des pentes des polygones de con- 
vergence d'un opérateur différentiel <fi de K(x)[d/dx], associés aux différentes places finies 
de K , est fini. 

Ce théorème jouera un rôle essentiel dans la sous-section suivante et par conséquent dans 
la démonstartion du résultat principal du présent article. 

Supposons toujours que A G M n (K(x)) et v G V . Si r est un réel > et U tv r est une 
solution du système dU/dx = AU au voisinage de t v>r , alors le rayon de convergence de Ut v \ 
est supérieur ou égale à R v {M.a, p) (cf. [CR, 9.2.5]). En combinant cette remarque avec 
le fait que, si B est une fraction rationnelle de K{x) et Vt v r est une solution du système 
dV/dx = BV au voisinage de t v>ri alors le produit U tvr Vt vr est une solution du système 
dW/dx = (Bl n + A)W au voisinage t v>r , on trouve que pour tout r > 0, 
(2.2) 

R v (MA®M B ,r) > mm{R v (M A ,r),R v (M B ,r)}, avec égalité si R V (M A , r) ^ R v (M B ,r). 

Par ailleurs, il est facile de voir que, si B est une matrice carrée à coefficients dans K(x), on 
a pour tout r > 0, 

(2.3) R V (M A © M B , r) = mm{R v (M A , r), R V (M B , r)}. 

Si en particulier, A est une matrice triangulaire supérieure nilpotente à coefficients dans 
K, on déduit du principe de transfert de Christol ([Ch, 1.1]) que pour tout r > 0, 

(2.4) R V (M (A/X) ,r) = r. 

Lemme 2.3.2. Soient n un entier positif, A une matrice n x n à coefficients dans K{x). 
Supposons que M. a est régulier en avec au moins un exposant irrationnel. Alors l'ensemble 



(2.5) R V (M (ot/x) ■ 



r 



-oc 
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{p G S | 3 v G Vo, v\p, V < r < 1, R v (M. Al r) < rn v } a une densité de Dirichlet positive. 

Preuve. Soient a G K et r > 0. Alors la solution U tvr de dU/dx = (a/x)U au voisinage 
de t v>r , qui vérifie Ut Vir (t v , r ) = 1, est la série ^ i>0 (— — £„,,.)*/ (^ >r .)- Donc, d'après 
le lemme 2.2.2, on a 

r min(l, 7r„ liminf |( — o;) i |~ 1 '*) si a G if \ Z> , 

si a G Z> . 

Plus généralement, i^CA^fa/a;)) r ) > rir v , pour presque tout v. Cela montre, en vertu de (|2.2j) 
et (|2.4jl . que pour toute matrice iV triangulaire supérieure nilpotente à coefficients dans K, 
on a 

(2.6) -RuCMa/j; ® M.N/xi r ) > r^t,, V r > 0, pour presque tout t>. 

Par ailleurs, il est clair que À4 a / X n'a que des singularités régulières: et l'infini. En plus, 
a est un exposant de Ai a / X en 0. Donc, si a G K \ Q et r = 1, le théorème 2 de [BS], joint 
à (|2.5|) . montre que l'ensemble 

{p G 5 | 3 « G y , «b, liminf ft-a)^' = 1} 

i— ►oo 

a une densité de Dirichlet positive. Ce qui entraine, d'après ([2.5p . que l'ensemble {p G 
S 1 | 3 f G Vo, f |p, V r > 0, Rv{M. a /xi r ) = r7r ^} a aussi une densité de Dirichlet positive. En 
combinant ceci avec (|2.4|) . (|2.2|) . on trouve que, pour toute matrice triangulaire supérieure 
nilpotente à coefficients dans K et tout a; G K \ Q, l'ensemble {p G S* | 3 v G Vo, f \p, V r > 
0, i?u(-A^a/a; ® M-N/xi r ) = r7l v} a une densité de Dirichlet positive. 

Cette observation, jointe à (|2.6|) et à (|2.3j) . permet d'affirmer que, pour toute matrice 
carrée J sous forme de Jordan, à coefficients dans K, ayant au moins une valeur propre 
irrationnelle, l'ensemble {p G S 3 f G Vo, v\p, V r > 0, R v (A4j/ x ,r) = rir v } a une 
densité de Dirichlet positive. 



Dans le cas général, soit A une matrice n x n à coefficients dans K(x). Supposons que 
M.A est régulier en avec au moins un exposant irrationnel. Donc, d'après §2.2, il ex- 
iste une matrice carrée Y a G GL n (K((x))), telle que Ya[A] est sous forme de Jordan et 
telle que R v (Ya) est strictement positif pour tout v G V . Ceci implique, d'après ce qui 
précède joint à ()2.1j) et le fait que A G M n (Tï v (]0, 1[)) pour presque tout v, que l'ensemble 
{p G S | 3 v G Vo, v\p, V < r < R v (Ya), R v (M.A,r) = m v } a une densité de Dirichlet 
positive. Par suite, le lemme résulte du fait que la fonction p \— > \og(R v (A4A, exp(p))) est 
concave sur ]0, 1] pour presque tout v. □ 
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Corollaire 2.3.3. Soit ip G K(x)[d/dx] un opérateur différentiel régulier en 0. Supposons 
qu'il existe une famille de nombres réels {r v } ve v de ]0, 1] telle que Ylvev ^v(i ; J r v) r v 1 ^ 0. 
Alors les exposants de ip en sont tous rationnels. 

Preuve. Ce corollaire résulte du lemme 2.3.2 et du fait que pour tout sous-ensemble S' Ç S 
non vide de densité de Dirichlet positive on a YlpeS'P -1 ^ - ^ = ®- ^ 

2.4 Principe de transfert généralisé 

Le résultat ci-dessous fournit, dans le cas non soluble, une comparaison du rayon de conver- 
gence générique et du rayon de convergence d'une matrice de réduction en un point régulier 
(cf. [MR, 2]): 

Théorème 2.4.1. Soient v G Vq, p = p(v) et <fi un opérateur différentiel de K(x)[d/dx\ 
d'ordre n, régulier en avec exposants dans Z p dont les différences ne sont pas des nombres 
de Liouville. Soient G GL n (fT[[:r]]) une matrice de réduction de <f) en 0, r > un nom- 
bre réel strictement positif, et f3 v la plus petite pente du graphe V v au-dessus de l'intervalle 
] — oo, logr]. Supposons que <fi n'ait pas de singularité dans le disque épointé D v (0, r~) \ {0} 
de C p et que R V {Y^) < r. Alors 

(^(^)r- 1 ) 1 /" > J R„(0,r)r- 1 > (R^Y^r' 1 ) 1 -^ . 

Notons que, sous ces conditions, le principe de transfert de Christol signifie que R V {Y^) = 
sup{0 < p < r | R v ((f),p) = p}. D'autre part, puisque Y$ est une matrice de réduction 
de (p, alors x m Y l j > l'est aussi pour tout entier m G Z. Donc on peut remplacer la condition 
G GL n (i^[[a;]]) du théorème par G GL n (K((x))). Puisque n'a pas de singularité dans 
D v (0,r~) \ {0} de C p , le polygone V v est alors concave sur ] — oo,logr]. Donc on a (5 V < 1, 
ce qui est conséquent avec la borne inférieure du théorème. 

En combinant les théorèmes 2.3.1 et 2.4.1, on obtient: 

Théorème 2.4.2. Soient <p un opérateur de K(x)[d/dx] d'ordre n, régulier en à ex- 
posants rationnels et (r v ) veVo une famille de nombres réels de ]0, 1]. Soit Y^ G GL n (K((x))) 
une matrice de réduction de <fi en 0. Alors 

H mm(R v (Y^r;\ 1)^0 « J] R v {^ r v )r~ l + 0. 

Preuve. Soit V\ l'ensemble de toutes les places v G Vq pour lesquelles d'une part, tous les 
exposants en sont dans 1> p {v) et d'autre part les singularités finies non nulles ont la valeur 
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absolue u-adique 1. Soit V 2 l'ensemble de toutes les places v G V\ pour lesquelles R V {Y^) > r v , 
et soit P la borne inférieure de l'ensemble des pentes des polygones de convergence de (fi 
associés aux différentes places de V (dans ce cas (3 < f). Donc nécessairement, V — V\ est 
un ensemble fini, (fi n'a pas de singularités dans le disque ouvert épointé D(0, r~) \ {0} de 
C p („) pour tout v E V\ et (fi vérifie le principe de transfert Christol pour tout v G V 2 . Ce qui 
entraine R v (<fi,r v ) = r v pour tout v G V . Par ailleurs, d'après le théorème 2.4. f, on a, pour 
tout v G Vi — V 2 , 

Donc 

Il Rv&rjr- 1 = Ry&rjr- 1 > (^(^)r" 1 ) 1 ^ = min^y^ 1 , f) 1 "' 3 , 

et 

l[mm(R v (Y 4> )r; 1 ,l)= J] i^r" 1 > (#„(0, r v )r^) n = J[ (R v (<f>, r v )r^) n . 

veVi veVi-Vi veVi-v 2 veVi 

Par conséquent, le théorème résulte du fait que Vo — V\ est fini et que, pour tout v G Vo, on 

a i?„(y^) > et #„(</>, r„) > 0. □ 

2.5 Polygone de Newton- Ramis[Ra], [Ma, V.f] 

m ^ ^ m n d i d 

Soit (fi = a i( x ) ) — Qjj^ J ^ ] un opérateur différentiel 

i=0 i=0 j=0 

d'ordre m. Le polygone de Newton au sens de Ramis de (fi , qu'on notera NR((fi) ) est 
l'enveloppe convexe, dans le plan uv, des demi-droites horizontales 

{u < i, v = j - i\ Oij ^ 0}. 

A partir de cette définition, on constate que le côté vertical de NR((fi) est le segment 
[(m, ord x (a m ) — m), (m, deg(a m ) — m)}. D'où, si NR((fi) n'a pas de côté vertical (autrement 
dit, si a m est un monôme), alors (fi n'a pas de singularité finie non nulle. Aussi, on observe 
que NR((fi) est stable par homothétie (c'est-à-dire, par le changement de variable x 1— > rx 
où t G K\ {0}). 

La partie de NR((fi) située dans le demi-plan {v < ord x {a m ) — m} est le polygone de 
Newton classique N((fi) de (fi. Le polygone N((fi) peut être décrit, à une translation verticale 
près, en considérant (fi comme un opérateur différentiel de K((x))[xd/dx] (cf. [Ba, 2], [VS, 
3.3]). On vérifie que N(<fi), à une translation verticale près, ne dépend que de M.§. On le 
note aussi N(M ( p). 
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Quant à la partie située dans le demi-plan {v < deg(a m ) — m}, elle correspond, à une 
translation près, au transformé par symétrie (u, v) — > (u, —v) du polygone de Newton de 
M<t, en l'infini, c'est à dire de N(M^). 

La plus grande (resp. petite) pente finie de NR((f)) est l'invariant de Katz de en 
(resp. en l'infini mais avec un signe opposé) [De, II. 1.9]. 

L'opérateur est régulier en si et seulement si les pentes finies de NR(<fi) sont < 0. Il est 
régulier en l'infini si et seulement si les pentes finies de son polygone sont > (cf. [Ma, III. 1]). 

Lemme 2.5.1. Soient ao(x), . . . ,a m (x) G K[x\. Les opérateurs différentiels 

m d ^ m d ' 

= ^2i a i{ x ){^-^ ) et 0q = ^ a A x ) ( x ~fff. ~ a ) 

i=0 i=0 

ont le même polygone de Newton-Ramis. 
Preuve. La formule 




.es termes d'ordres inférieurs) 



montre que NR((f>) et NR(<f) a ) ont le même côté vertical s'il existe. On note aussi que 
M.^ a ~ M.^ <S>k(x) Ma- Comme A4 <S>k(x) M a est régulier en pour tout module M. régulier 
en (cf. [De, IL 1.13]), on en déduit grâce au théorème de décomposition [VS, 3.54] (voir 
aussi [Ma, III.1.2, III.1.5], [VS, 3.55]) que les polygones de Newton N(<p a ) de (p a et N((j>) 
de sont identiques à une translation verticale près. Or ces deux polygones ont le même 
point extrémal droite de coordonnées (m, ord x (a m (x)) — m). Donc ces polygones coïncident. 
De même, en utilisant le fait que Mf a ^ M.^ ®k{x) M-a et que les polygones N(M^ a ) 
et N(J\A™) ont le même point extrémal droite de coordonnées (m,deg(a m (x)) — m), on 
démontre que les polygones N(M^ a ) et N(M^) coïncident. Par conséquent, et a ont le 
même polygone de Newton-Ramis. □ 



2.6 Transformation de Fourier-Laplace généralisée 
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Dans ce paragraphe, on introduit le iCautomorphisme T T de K[x,d/dx], par rapport à 
l'élément r de K \ {0}, définit par : 

T T : K[x,d/dx] — > K[x,d/dx] 

1 d 

x i — > — 

r dx 

d 

— I ► TX. 

dx 

Il est clair que T T = H r o T\ = T\ o Hi/ T , où H T est l'homothétie définie par H r (x) = ra. 
L'inverse de T T , que l'on note JF T , n'est autre que H_i o T T = T T o H_i. Pour r = 1, on 
retrouve la transformée de Fourier-Laplace classique T — T\. 

Soient p un nombre premier fixé et 7r un nombre algébrique tel que n p ~ l = —p. Si ix G K, 
le iCautomorphisme J> n'est autre que la transformée de Fourier-Laplace normalisée de 
Dwork. 

Vu que le polygone de Newton- Ramis est stable par homothétie, le lemme 1.2 Chap.V de 
[Ma], peut s'étendre au cas de T T : 

Lemme 2.6.1. Soient <fi G K[x,d/dx] et t G K \ {0}. Alors NR(F T ((j))) est l'image 
de NR((f>) sous la transformation 

(u, v) i— > (u + v, —v). 

En particulier, pour toute pente t (finie ou infinie) de NR((p), le nombre —t/ (1 + 1) est une 
pente de NR(F T ((j))). 

Corollaire 2.6.2. Soit r G K \ {0}. Un opérateur <p G K[x,d/dx] est régulier en 

et en l'infini si et seulement si les pentes de A^i?(jF r (0)) appartiennent à { — 1,0}. Dans 

ce cas, il existe un entier £ G Z tel que x l T T {<^) peut s'écrire sous la forme x e J r T ((p) = 
( d \ m ( d\ m -^ d, 

Vdx) +am ~ 1 \dx) + ■■■ + a o £ K[x,x—\. 

Cette dernière remarque découle du fait que ^>(0) est régulier en et ne possède pas de 
singularité finie non nulle. 

3. ^-FONCTIONS ET ^-OPERATEURS 

3.1 iï-fonctions 

Rappelons qu'une série de ^2 n>0 a n x n £ Q[M] es t dite holonome si elle est solution d'un 
opérateur différentiel de Q[x,d/dx]. Les coefficients d'une telle série vérifient une relation 
de récurrence de la forme J2o<i<e -^H n + ï) a n+i = 0, pour tout entier n > où les Pq, . . . ,Pt 
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désignent des polynômes à coefficients algébriques. Cela veut dire que tous les coefficients 
a n appartiennent à une extension finie de Q. 

Dans ce qui suit, on s'intéressera juste aux séries Gevrey arithmétiques holonomes. Pour 
cela, on supposera que le corps de nombres K contienne tous les coefficients des séries 
Gevrey arithmétiques holonomes qu'on rencontrera par la suite. L'ensemble des séries Gevrey 
arithmétiques d'ordre s G Q à coefficients dans K sera noté K{x} s . 

Lemme 3.1.1. (1) Si g est une G-fonction, alors JJ min(r v (g), 1) ^ . 

v&V 

(2) Soit s G Q. Les sommes finies \ a ,kUa,kX a log fc x ; où les a G Q, k G N 7 G K et les 

a,k 

Ua,k G K{x} s , forment une K[x]-algèbre différentielle que l'on note NGA{x} s . 
(cf. [Al, P 126]), [A2, 1.4, 2.1]). 
En combinant ce lemme avec le lemme 2.2.2, on trouve : 

Corollaire 3.1.2. Si F est une E-fonction, alors j[J min(r t) (F)7r~ 1 , 1) ^ 0. 

vev 

3.2 G-opérateurs 

Les G-opérateurs possèdent aussi une caractérisation p-adique dite "local Bombieri", 
équivalente à la condition "Bombieri", que nous donnons ici au voisinage de l'infini: 

Proposition 3.2.1. Soit (p un opérateur différentiel de K{x)[d/dx] d'ordre m, ayant une 
singularité régulière en l'infini avec exposants rationnels. Alors les conditions suivantes sont 
équivalentes 

(1) Yl v ev Rv(<f>, 1)^0. 

(2) (j> possède une matrice de réduction en l'infini G GL m (K((x))) telle que 
n^ ) min(^(F ),l)^O. 

Preuve. Cette proposition découle du théorème 2.4.2, et de la remarque suivante: □ 

Remarque 3.2.2. Si 0°° désigne l'opérateur obtenu à partir d'un opérateur 4> de K(x)[d/dx] 
par le changement de variable x — ► 1/x, alors on vérifie aisément que it^(0°°, r _1 ) = 
R v ((f),r)r~ 2 , pour tout r > et tout v G V . 
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3.3 E-opérateurs 

Il résulte de la définition des -E-opérateurs et des propriétés des G-opérateurs qu'un pro- 
duit tp.ip' de iî-opérateurs est un .E-opérateur, que tout diviseur à droite d'un ^-opérateur 
est un E-opérateur et que toute paire de ^-opérateurs possède un multiple à gauche commun 
qui est un E-opérateur. De même que pour les G-opérateurs, si tp est un E-opérateur, alors 
ip* et ip sont aussi des E-opérateurs (cf. [A2, 4.1]). 

Lemme 3.3.1. Soit tp G K[x,d/dx] un E-opérateur. Alors x e ip est un E-opérateur pour 
tout entier £ tel que x e ip G K[x,d/dx}. 

Cela découle du fait que, Si i < 0, L'opérateur x l ip est un diviseur à gauche de ip, tan- 
dis que, si i > 0, cet opérateur est le produit des deux E-opérateurs x l et ip. 

A partir du théorème ci-dessous dû à Y. André (cf. [A2, 4.3]), on va pouvoir démontrer 
que les E-opérateurs possèdent des propriétés analogues aux propriétés "local Galochkin", 
"Local Bombieri" et "Bombieri" des G-opérateurs . 

Théorème 3.3.2. Soit ip un E-opérateur d'ordre m, alors : 

(1) toutes les pentes de NR(ip) sont dans {— 1, 0} 7 en particulier ip n'a pas de singularité 
finie non nulle; 

(2) ip est régulier en avec exposants rationnels; 

(3) tp admet une base de solutions en de la forme (E±, E m )x r ° où les Fi sont des 
E -fonctions, et r désigne une matrice carrée d'ordre m triangulaire supérieure à 
coefficients dans Q; 

(4) tp admet une base de solutions en l'infini de la forme 

(Mï)--'-(ï))(ïr^- 

où les fi sont des éléments de K{x}i, où A est une matrice diagonale ayant pour 
coefficients diagonoaux les singularités de J-{ip), et où désigne une matrice carrée 
triangulaire supérieure à coefficients dans Q, qui commute à A. 

Ce théorème montre que tout E-opérateur possède une base de solutions en à coefficients 
dans NGA{x}- l . 

m d i d 

Corollaire 3.3.3. Soient m G Z> 0; a G Q et ip = ^ a,i(x) (x— ) G K[x,x—] avec 

i=0 
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0"m( x ) — 1- Alors, ip est un E-opérateur si et seulement si ip a := ^^ai(x)(x— ctj est 

i=0 

un E-opérateur. 

Preuve. Supposons que ip est un ^-opérateur. D'après le théorème ci-dessus, ip possède une 
base de solutions (Ci, ... , Cm) à coefficients dans NGA{x}-\. Puisque tpx~ a = x~ a ïp a , on en 
déduit que (Ci, • • • , ( m )x a est une base de solutions de ip a à coefficients dans NGA{x}-±. 
Donc en vertu de [A2, 6.1], il existe des ^-opérateurs ipi tels que ^i((iX a ) = 0, pour 
i = 1, . . . , m. De plus, ces opérateurs admettent un multiple commun à gauche tp d'ordre 
n > m, qui est aussi, d'après §3.3, un ^-opérateur. Par ailleurs, et grâce au lemme 3.3.1, 

il existe un entier £ G Z tel que x e ipo est un ^-opérateur qui appartient à K[x,x—]. 

d 

D'autre part, puisque a m (x) = 1, il existe P,Q<E K[x,x— ] tels que x e ipo = Pip a + Q 

dx 

et ord(Q) < ord(ip a ) = m. Or, pour i = 1, . . . , m, on a ipo((iX a ) = 0. On en déduit que 
Q = 0, c'est-à-dire que x e ip = Pip a . Donc ip a est un diviseur à droite d'un ^-opérateur et, 
par conséquent, il est aussi un ^-opérateur d'après §3.3. La réciproque découle du fait que 



4. Conditions nécessaires 

Le théorème 3.3.2 montre que la condition (1) du théorème 1.1 est nécessaire. Dans cette 
section on démontrera que la deuxième condition l'est aussi. 

Lemme 4.1. Soient M. un K{x)-module différentiel régulier en et A G M m (K(x)) une 
matrice associée. Soient Y et Z deux matrices de réduction de A en dans GL m (K ((x))) . 
Alors il existe une extension finie K' de K et une matrice L G GL m (K'[x, l/x]) telle que 
Y = LZ. 

Preuve. Par définition, on a: 

Y[A] = -F 1 , Z[A] = -T 2 avec T 1 ,T 2 eM m (K). 

X Ou 

Posons L = YZ~ l . On en déduit, 

L[— T2] = — Ti c'est-à-dire x—L = Y\L — LT 2 . 

xx dx 

Donc, si on écrit L = Lix\ on trouve pour tout i G Z \ {0} 
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Or les valeurs propres de l'application 

T t : M m (K) — M m (K) 

X i — ► Y X X - XY 2 -iX 

sont {À — 7 — i} (où les À et 7 sont respectivement des valeurs propres de I\ et de 1^). 
Donc, sauf peut-être pour un nombre fini d'entiers i, cette application est inversible. Par 
conséquent, Lj est nul à l'exception d'un nombre fini d'entiers i. La conclusion suit. □ 

On pourra toujours supposer que K est assez grand de sorte qu'il contienne les coefficients 
d'une éventuelle matrice L comme ci-dessus. 

Lemme 4.2. Soient A et B deux matrices de M m (K(x)) associées à un K{x)-module 
différentiel M., et soient Y A et Y B respectivement deux matrices de réductions de A et B en 
0. Alors, 

(4.1) min(i^(Y A ),l) = mm(R v (Y B ), 1) 
pour presque tout v deVç,. 

Preuve. Par hypothèse, il existe une matrice H de GL m (K(x)) telle que H [A] = B. Donc 
Y B H est aussi une matrice de réduction de A en 0. D'après le lemme 4.1, il existe une 
matrice L de GL m (K[x, 1/x]) telle que 

(4.2) Y A = LY B H. 

Par ailleurs, les coefficients de H et H' 1 , considérés comme étant des éléments de K((x)), 
ont des rayons de convergence > 1 pour presque tout v de V . Donc, en vertu de (4.2) on a, 

r v (Y A ) > mm{r v (Y B ),r v (H),r v (L)) > mm(r v (Y B ), 1) 

et aussi 

r v {Y A l ) ^minMY^ 1 ),!), 

pour presque tout v de V . Ce qui donne 

min(i^(y A ), 1) > mm(R v (Y B ), 1) 

pour presque tout v de V . L'inégalité dans l'autre sens s'obtient du fait que Y B = L~ l Y A H~ l 
et la conclusion suit. □ 
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Corollaire 4.3. Sous les hypothèses du lemme 4-2, on a les équivalences suivantes: 

(4.3) ]Jmm(R v (Y A ),l)^0 ^=> ]J mm(R v (Y B ) , 1) ^ 

veVo v£Vo 

(4.4) J]min(^(Y A )7r- 1 ,l)^0 <==> J] mm(R v (Y B )^\ 1) ^ 

Preuve Ces équivalences découlent de (4.1) et de la proposition 2.2.1. □ 

Lemme 4.4. Soit ip un opérateur différentiel de K[x, dj dx] d'ordre m, et soient (y±, . . . , y m )x v ° 
et (zi, . . . ,z m )x A ° respectivement des bases de solutions de ip et ip* en 0, où les coefficients 
yi, . . . , y m , zi, . . . ,z m appartiennent à K[[x]} et où T et A sont des matrices mxm à coeffi- 
cients dans K . Alors ip possède une matrice de réduction Y^ G GL m (.ftT[[x]]) en telle que les 
coefficients de Y^ (resp. de Yf 1 ) soient des combinaisons K[x, 1 / ' x]-linéaires de z±, . . . , z m 
(resp. K[x]-linéaires de yi, ■ ■ ■ ,y m ) et de leurs dérivées. 

Preuve. Écrivons f> = Oj(x) e K[x, —]. Comme (y±, . . . ,y m )x r ° est une base de 

i=0 

solutions de tp en 0, la matrice wronskienne W de (y±, . . . ,y m )x r ° est solution du système 
dX/dx = AipX. De plus, il existe un entier m pour lequel W peut s'écrire sous la forme 
Y x r où T = r + ml m et où Y est une matrice de GL m (Zf[[a;]]) dont les coefficients sont des 
combinaisons fT[:r]- linéaires de y±, . . . ,y m et de leurs dérivées. Alors on a, y o -1 L4^] = T/x, 
ce qui veut dire que F _1 est une matrice de réduction de ip en 0, ou encore que 

(4.5) = 

Par ailleurs, le m-uplet a m (x)(zi, . . . ,z m )x A ° est une base de solutions de f>*a^ = (a^ip)* 
en 0. Donc, la matrice U dont les lignes u±, . . . ,u m sont définies par les relations 



Ur, 



a m-i(x) d . . . 

U m -i = p-« m - l-Mm-.+l {l<l<m-l), 

a m (x) dx 

est une solution du système dX/dx = — l A^X. De plus, U peut s'écrire sous la forme Zx A °, 
où Z est une matrice inversible mxm dont les coefficients sont des combinaisons K[x, 1/x]- 
linéaires de z±, . . . , z m et de leurs dérivées. Donc, on a 

(4.6) Z-VA/,] = -Ao- 

Ou 

Par conséquent, d'après les formules (4.5), (4.6) et le lemme 4.1, il existe une matrice 
L G GL m {K[x, 1/x]) telle que l Y = LZ^ 1 . Par suite, les éléments de F _1 sont des combi- 
naisons K[x, 1/x] -linéaires de zi, . . . , z m et de leurs dérivées. La matrice Y$ := F _1 possède 
donc toutes les propriétés annoncées. □ 
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Théorème 4.5. Soit ip un E-opérateur de K[x,d/dx] d'ordre m, alors : 

(1) ip possède une matrice de réduction G GL m (K((x))) en telle que les coefficients 
de et Y^ 1 sont des E-fonctions; 

(2) n^min^y^- 1 ,!)^; 

(3) UveVoM^vK^O- 

Preuve. (1) résulte du théorème 3.3.2 et des lemmes 3.1.1 et 4.4. 
(2) Écrivons = (y^)^ et Y' 1 = (y H ) H . On a 

min^^Tr" 1 , 1) = min^m^^)^" 1 ), min^y^Tr" 1 ), 1) 

i,j k,l 

> Yl min(r v (y ij )ir- 1 , 1) JJ min^^Tr" 1 , 1) 

ij kl 

et, grâce à (1) et le corollaire 3.1.2, on obtient 

J] mm(R v (Y^)7r;\ 1) > J] J[ min^^Tr" 1 , 1) J] J] mm(r v (y k i>v\ 1) 0- 

vEVo ij v£Vo kl v£Vo 

L'assertion (3) se déduit de (2) et du théorème 2.4.2. □ 

Un opérateur ip de K[x,d/dx] qui n'a pas de singularité finie non nulle et qui remplit 
la condition (2) du théorème ci-dessus n'est pas nécessairement un ^-opérateur comme le 
montre l'exemple suivant : 

Exemple 4.6. Soit ip = xd/dx — a — bx 2 avec a, b G Q — {0}. D'une part, ip possède 
seulement deux singularités : le point 0, qui est régulier d'exposant a, et l'infini qui est 
irrégulier. D'autre part, la fonction Y = exp(bx 2 /2) est une matrice de réduction de tp en 0, 
puisque Y (a + bx 2 )/x^ = a/x. De plus, on trouve R V (Y) = (]26 _1 |„7r„) 1//2 pour toute place v 
de V . Donc, d'après le théorème 2.4.2, on a ELevé -^(^' ^v)^ 1 7^ 0- Cependant, l'invariant 
de Katz de ip en l'infini est égal à 2. Donc, —2 est une pente de NR(ip). Par suite, ip n'est 
pas un .E-opérateur. 

5. Transformation de Laplace formelle généralisée 

Fixons d'abord un plongement de K dans C et un nombre À G K \ Z. Pour tout j G Z 
tel que la partie réelle de À + i soit > —1, la transformée de Laplace (au sens complexe) du 
monôme x x+t est donnée par 

C{x x+l ) = r(A + i + l)^-'" 1 = r(A)(A) î a:" A - î - 1 , 
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où (À) j = À(À + 1) • • • (À + i — 1) est un élément de K \ {0}. Le produit r(À) _1 £ s'étend donc 
naturellement en un opérateur de x A i^[[a;]] dans £ _A_1 .ftr[[l/x]]. Plus généralement, étant 
donné \ e K \ Z et r eQ\ {0}, on définit 



Cl:x"K[[x}} — —K{r)[[l/x]] 

Jb 



i>0 i>0 

Cet opérateur satisfait les relations, de commutation avec la dérivation d/dx, suivantes: 

V / G x^K[[x}}, £l(£) = rx£ A (/) et C\{xf) = -~C\{f)- 

Dans le cas ou r = 1, on retrouve les relations de commutation, bien connues, de la trans- 
formée de Laplace avec d/dx. 

Pour un nombre premier p fixé et un nombre algébrique ir G Q tel que 7r p_1 = —p, on 
constate que l'opérateur C^ w est différent de la transformation de Laplace "modifiée" de 
Dwork dans le cas d'une seule variable [Dw, 11.3]. 

Plus généralement, fixons r G K \ {0} et une matrice carrée A de format n x n dont les 
valeurs propres appartiennent à K \ Z. Dans cette section, on généralise cette construction 
à des produits A(x)x A où A(x) est une matrice m x n k coefficients dans K[[x, 1/x]]. On 
obtient ainsi une transformation de Laplace formelle 



1 



C T A : x A M mxn (K[[x,l/x}}) — —M mxn {K[[xMx\\) 

Ou 

qui possède des propriétés de commutation avec la dérivation d/dx (5.4) étendant celles 
du cas (m = n = 1) ci-dessus, et qui préserve par suite la dualité entre la transformée de 
Laplace des fonctions et celle de Fourier-Laplace des opérateurs (Proposition 5.1). On com- 
pare aussi la couronne de convergence de la matrice A(x) et celle de la partie analytique de 
£\(A(x)x A ) (Proposition 5.2.2). Dans le cas où m = 1 et A(x)x A est une base de solutions 
logarithmiques d'un opérateur différentiel donné G K[x,d/dx] en (resp. en l'infini), les 
coefficients de C T A (A(x)x A ) sont des solutions logarithmiques de J- T {4>) en l'infini (resp. en 
0). Ceci permet d'avoir plus d'informations sur J- T {4>) (exposants, rayon de convergence des 
coefficients des solutions logarithmiques) à partir de celles de et vice-versa. Dans le cas 
particulier où r = 1, on observe que cette transformation joue presque le même rôle que celui 
de la transformée de Laplace étendue à l'aide du calcul opérationnel [A2, 5.3]. L'avantage de 
cette nouvelle transformation est qu'elle ne fait pas intervenir des coefficients transcendants. 



Si le nombre 7r, défini ci-dessus, appartient à K, il nous semble que cette nouvelle transfor- 
mation sera utile pour l'étude des propriétés p-adiques de la transformée de Fourier-Laplace 
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normalisée de Dwork T n . 

Enfin, cette transformation convient parfaitement à notre situation pour compléter la 
preuve du théorème principal de cet article (voir section 6). 

5.1 Transformation de Laplace formelle. 

Soient n un entier positif, r un élément de K \ {0} et A une matrice n x n à coefficients 
dans Q dont toutes les valeurs propres appartiennent à Q\Z (la transformation qu'on va 
introduire s'étend d'une manière naturelle au cas où A G GL n (K) avec des valeurs pro- 
pres dans K \ Z tout en préservant les propriétés de la proposition 5.1 ci-dessous). Soit 
d > 1 un dénominateur commun des valeurs propres de A. Alors x A est une matrice de 
GL„(Q(x 1 / d , logx)) qui satisfait 

-^-(x A ) = Kx~ l x A = Ax A - f - 
dx 

(voir §8, chap. III de |DGS| ). Pour tout entier m > 1 et toute matrice A(x) = XlSLoo de 
format m x n k coefficients dans K[[x, l/x]], on définit la transformée de Laplace de A(x)x A 
par rapport à A et à r par 



oo oo 

(5.1) Cl(A(x)x A ) = £ A ( Ax A+lK ) := ]T AC A , T [ 



._ A _ (i+1)In 



où Ca jT : Z — > GL„(Q(r)) est la fonction déterminée par les conditions 

(5.2) C A)T (0) = I n and C A , T (i) = r _1 (A + il n )C Kr (i - 1), (i G Z). 
Explicitement, on a 

fr-^A + zïï n )(A + (z - l)I n ) • • • (A + I n ) si i > 1, 
Ca,t(î) = < In si i = 0, 

[r^A-^A - y- 1 • ■ ■ (A + (i + l)!*) -1 si i < -1. 

Grâce à ces formules, ou par récurrence sur i sur la base de ()5.2|) . on observe que Ca, t prend 
ses valeurs dans un sous-anneau commutatif de GL n (Q(r)) et que 

(5.3) C A , r (z)C_A,rH - 1) = (-ly+VA- 1 

pour tout z G Z. La transformation £ A possède les propriétés formelles suivantes, analogues 
à celle de la transformation de Laplace usuelle. 

Proposition 5.1.1. Soient m un entier positif et A(x) une matrice m x n à coefficients 
dans K[[x, 1/x]]. On pose f = A(x)x A . Alors, on a 

(5.4) CL A (Cl(f)) = -rA(-x)A^x A , £ A (£) = rx£ A (/) et C h {xf) = -~^X(/)- 
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De plus, si m = 1 et si les coefficients de f sont des solutions d'un opérateur différentiel 
(j) G K[x,d/dx], alors ceux de £ A (/) sont des solutions de ^>(0). 

Preuve. Par linéarité, il suffit de démontrer (jf>.4j) dans le cas où / = x l x k = x A+îîn avec 
îéZ. Dans ce cas, grâce à ()5.2|) et ([5.3)1 . on trouve bien 

£-a(£a(/)) = ^(Ca^x-^- 1 ) 1 ™) = C A)T (z)l7_ AiT H " l)^ A+îI " = -rA(-x)A- 1 x A , 
A(£) = (A + ^)C A , r (i - l)x- A - fl « = rC A)T (i)x- A - iïï " = rz££(/), 
£ A (z/) = C A , T (* + i) x -a-(^)!„ = le? (i)( A + (< + l)!^-^ 2 ) 1 » = -I|-£ A (/). 

Enfin, les formules (15.4)1 impliquent £>\{4>{f)) = •7v(0)(£ A (/)) pour tout opérateur différentiel 
<f) G K[x,d/dx]. La seconde assertion de la proposition s'ensuit. □ 

5.2 Comparaison de rayons de convergence. 

Soient A G GL n (Q), r et d comme au paragraphe précédent. Pour toute place v de K 
et toute matrice M à coefficients dans on désigne par ||M||„ le maximum des valeurs 
absolues f-adiques des éléments de M. On note d'abord le résultat suivant. 

Lemme 5.2.1. Soit v une place de K au-dessus d'un nombre premier p qui ne divise 
pas d. Avec la notation habituelle ir v = p~ l /( p ~ l \ on a 

(5.5) limUC^^Hy^^lrl; 1 and Hm WC^Wf = 



Preuve. Puisque les valeurs propres de A sont toute rationnelles, il existe U G GL r 
telle que le produit A = U^AU soit sous forme de Jordan. Pour tout i G Z, on a 
Ca, t = t/ -1 C AjT C/ et par suite le rapport ||C f A ) r(*)||t)/||C f A,r(*)||i) est majoré et minoré par 
des constantes positives indépendantes de i. Cela permet de supposer que A est elle même 
sous forme de Jordan. Dans ce cas, A est diagonale par blocs avec des blocs de Jordan 
Ji, . . . , J s sur la diagonale et par suite C^ T {i) est aussi diagonale par blocs avec les blocs 
Cj ltT (i), . . . , Cj StT {i) sur la diagonale et donc ||C Air (i)||„ = maxi<fc< s HC/^^)!!,,. Cela permet 
de se ramener au cas où A est un bloc de Jordan. Dans ce cas, on peut écrire A = rl n + N 
où r G Q \ Z et où N est une matrice triangulaire supérieure nilpotente. Comme N n = 0, 
on trouve, pour tout i > 1, 



CV« = r- l l[((r + k)I n + N) 



(5.6) 



k=l 

n-l 



r-(r + U.1. + £ £ {r + h) ... (r + kt) y 

t=l l<ki<-<k t <i \ ' tj 
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Or, pour tout entier k > 1, la somme r + k est un nombre rationnel dont la valeur absolue 
du numérateur (au sens usuel) est majorée par ck, pour une constante c > qui ne dépend 
que de r, et dont le dénominateur est premier à p. On en déduit |r + k\ v > (ck)' 1 pour tout 
k > 1 et par suite, la décomposition ()5.6|) entraîne, pour tout i > 1, 

\r-\r + l)j|„ < ||Ca,t(*)II« < [cï) n - l \T-\r + 1)^, 

la minoration découlant du fait que les éléments de la diagonale de C^ T {i) sont tous égaux 
à (r + l)j. Cette dernière observation livre aussi det C^ tT (i) = r~ m {r + 1)™. Grâce au lemme 
2.2.2, on en déduit 

(5.7) lim ||CV(i)||y* = lim \r~\r + l^f = tï v \t\v\ 

i^oo i— >oo 

ce qui démontre la première moitié de (j5.5|) . et aussi 

(5.8) lim || det C AjT (i) fj' = lim \r~\r + 1)^ = <|r|; n 
On note par ailleurs que, pour toute matrice A G GL n (K v ), on a 

Pii^^ii^ii^idetAi^pur 1 . 

En effet, la relation I n = AA" 1 implique 1 = \\I n \\v < II^IWI^ -1 ||u Q u i livre la première des 
inégalités ci-dessus. La seconde découle simplement de la formule A^ 1 = (det A)~ 1 Ad](A) 
où Adj(A) désigne l'adjointe de A. Si on applique ces formules avec A = C\ iT (i), on déduit 
de flUl!) et de flESJ que 

lim iicA^riy^TT-vi,- 

Cette formule s'applique aussi à —A au lieu de A car les valeurs propres de —A appartiennent 
aussi à Q\Z. Alors, g (|5.3j) . on obtient 

lim HCVH)!^ = lim HtA-^a,^ - l)" 1 ^ = 



ce qui démontre la seconde partie de (j5.5|) . □ 



Proposition 5.2.2. Soient m un entier positif, v une place finie de K au-dessus d'un 
nombre premier qui ne divise pas d, et A(x) une matrice de format m x n à coefficients 
dans K v [[x, 1/x]]. Supposons qu'il existe des nombres réels r et R avec < r < R tels que 
les coefficients de A(x) convergent pour tout x G K v avec r < \x\ v < R où K v désigne une 
clôture algébrique de K v . Alors, on a £ T A {A(x)x A ) = B(x) x A où B(x) est matrice déformât 
m x n à coefficients dans K v [[x, 1/x]] dont les coefficients convergent pour tout x G K v avec 
tï^t^R' 1 < \x\ v < {rlvir' 1 ^ 1 . 

Preuve. Écrivons A(x) = X^-oo de SOT ^ e Q ue B(x) = Y^L-oo BiX 1 ' 1 avec Bi = 
A-iC^ T (—i) pour tout i £ Z. L'hypothèse que les coefficients de A(x) convergent en tout 
point x de K v avec r < \x\ v < R signifie que lim sup^^ ||Ai||y* < 1/R et lim sup.^^ ||^4_j||y i < 
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1/r. Puisque \\Bi\\ v < \\A_i\\ v \\C ^ T {—i)\\ v pour tout i G Z, on en déduit, grâce au lemme 
5.2.1, que limsup^^ H-B^y 1 < \r\ v /(r7r v ) et que limsup^^ ||S_i||y* < it v /(R\t\ v ). La 
conclusion suit. □ 

Remarque. Cette transformée de Laplace formelle pourrait avoir d'autres applications, 
notamment p-adiques; Nous comptons ultérieurement l'appliquer aux isocristaux surconver- 
gents. 

6. Conditions suffisantes 

Le but de cette section est de compléter la preuve du théorème 1.1. Pour cela, on commence 
par établir le résultat préliminaire suivant: 

Proposition 6.1. Soit ip un opérateur de K[x,d/dx] d'ordre m, régulier en 0, ayant une 
matrice de réduction G GL m (K((x))) en telle que Yl veV min(-R. y (Y î /,)7r~ 1 , 1) ^ 0. Sup- 
posons que <fi = J-{tfi) soit d'ordre n et régulier en l'infini avec des exposants rationnels non 
entiers. Alors ip est un E-opérateur. 

La preuve de cette proposition repose sur les deux lemmes suivants: 

Lemme 6.2. Sous les hypothèses de la proprosition 6.1, l'opérateur (fi possède une base de 
solutions en l'infini déforme (yi(^), . . . , y n {\)){^) T telle que yi, . . .,y n G K[[x}], T G M n (Q) 
et Ylvevo min ( r v(yi), 1)^0 pour i = l,...,n. 

Preuve. La décomposition de Turrittin-Levelt affirme que les opérateurs différentiels (fi et ip 
admettent respectivement des bases de solutions en l'infini et en de la forme 

(yi{-),y 2 {-), ■ ■ ■ ,y n (-)){-) r (resp. (w 1 ,...,w n ) := (F u F 2 , . . . , F m )x A ) 

\ X X X / X \ / 

telles que 

1) y l ,...,y n ,F l ,...,F m G K[[x]], 

2) T = D + N est une matrice carrée d'ordre n (resp. A = A + d'ordre m) où D (resp. 
A) est une matrice diagonale à coefficients Du := ai (resp. Ajj := fa) qui sont les exposants 
de <fi en l'infini (resp. de ^ en 0), 

3) N = (Nij) (resp. = (0^)) est une matrice nilpotente triangulaire supérieure à coeffi- 
cients dans Q telle que DN = ND (resp. A0 = 0A). 
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Comme les a±, . . . , a n sont des nombres rationnels non entiers, la proposition 5.1.1 implique 
que les coefficients du n-uplet 

(6.1) (Ci,-..,Cn) := Cl r ^ yi (-l/x),y 2 (-l/x),...,y n (-l/x))(^y^ 

sont des solutions de ip en 0. De plus, le vecteur-ligne (Ci, ... , ( n ) peut s'écrire sous la forme 

(6.2) (Cl,-..,Cn) = (fl,-..Jn)x r , OÙ /i,...,/„ G K((x))). 



Or, 



x r = x D+N = exp (D log x) exp ( N log x) = x D — log fc x 

k>0 



x + x > — - log" ,C 



fc! 

fc=i 



Alors, 



i— 1 II ' » rfc\ 



(6.3) Ci = M ai ,et Ci = /^ + ^/^è^r lo g fcx ' 2<^<n, 

i=i fe=i 

car (N k )ji = quel que soit j >i. De même on trouve 

Wl = F^ 1 , et Wi = Fixf* + ^ Fj-xft ^ i-^i log fc x; 2 < i < m. 

j=l k=l 

Donc, 

d G < wi, . . . , w m > K Ç < Fia;' 31 , . . . , F m x Pm > K [\o g x} (i = 1, . . . , n). 
En particulier, 

/ia; Ql G < iW . . , F^™ >x[io g:r ] . 
Et par récurrence sur i, on déduit de (6.3) que 

f iX ai G (F jX ^J k x ak ; < j < m, 1 < k < i - l) (i = 2, . . . , n), 

\ I if [log ai] 

ou encore, 

^ G {Pj + h | h G Z, j = 1, . . . , m}, et G< Fi, . . . , F m > K [x,i/x]l i = l,...,n. 
Ce qui entraine que, pour toute toute place finie v G V , 

(6.4) min r„(/;) > min r„(F,). 

Par ailleurs, d'après le lemme 4.4, l'opérateur ■?/> possède une matrice de réduction Y Q en 
telle que les coefficients de Y^ 1 sont des combinaisons F[x]-linéaires de Fi,...,F m et de 
leurs dérivées. Ce qui implique, en vertu du lemme 4.1, que pour toute place finie v G Vo, 

min r„(F,) > r v {Y^) > R v {Y ~ r ) = R V {Y^), 

l<j<m 
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et grâce à (6.4), on obtient 

(6.5) min r v (fi) > R v {Y,i ) ) 

l<i<n 

pour toute place finie v G Vq. Or, si on applique la première égalité de (5.4) sur 
(yi(l),---,yn(^))^) r , on trouve, depuis (6.1) et (6.2), 

4((A, . . . , f n )x T ) = -(yi(-l/x), . . • , y n {-l/x))T-\-) T . 

Ce qui entraine, d'après la proposition 5.2.2, mini<j< n r v (yi) > mini<j<„ r v (fi)7r~ 1 pour 
presque tout v G V . Par suite, le lemme résulte de l'hypothèse J J m\u.(R v {Y^)TT~ l , 1) ^ 

vëV 

0. □ 



Lemme 6.3. Sous les hypothèses de la proprosition 6.1, l'opérateur 0* possède lui aussi 
une base de solutions en l'infini de forme (zi(^), • • • , z n (^))(^) A telle que z±, . . . , z n G if [[a;]], 
A G M n (Q) et Y\ veVo min(r v (zi), 1)^0 pour i = l,...,n. 

Preuve. En vertu du lemme 6.2, il suffit de montrer que les opérateurs 0* et ip* satis- 
font les hypothèses de la proposition 6.1 au lieu de et -0- Pour cela, on note d'abord, 
d'après §2.2, que la matrice t Y^ 1 est une matrice de réduction de M.^* en 0. Donc, par le 
changement de variable x — > —x, l'opérateur -0* est régulier en et Y(x) :— t Y^ l (—x) est 
une matrice de réduction de M.-^ en qui vérifie aussi n^evb mm (i^(^0 7r i7\ 1) ^ 0. Donc, 
grâce au lemme 4.4, si Y^r désigne une matrice de réduction de ifj* en 0, alors elle vérifie 
Y\ veVQ mm(R v (Y^-)7r~ 1 ,l) ^ 0. Par ailleurs, grâce encore à §2.2, l'opérateur 0* est régulier 
en l'infini à exposants rationnels non entiers. Enfin, on a •7 r (0*) = (^"0)* = "0* ( c f- [Ma, 
V.3.6]). □ 

Preuve de la proposition 6.1. En combinant les lemmes 6.2 et 6.3 avec le lemme 4.4 (ap- 
pliqué en l'infini), on obtient que possède une matrice de réduction Y^ en l'infini telle que 
J^ eyo min(_R„(Y"^), 1)^0. Comme les exposants de en l'infini sont rationnels, la proposi- 
tion 3.2.1 entraine donc que est un G-opérateur et par suite ip est un ^-opérateur. □ 



Pour compléter la preuve du théorème 1.1, il suffit, d'après §2.5, le théorème 2. .4. 2 et le 
corollaire 2.3.3, de démontrer le théorème suivant: 

Théorème 6.4. Soit ip G K[x,d/dx] un opérateur différentiel et soit Y^ une matrice de 
réduction de ip en 0. Supposons que ip vérifie les conditions suivantes : 

(1) les pentes de NR(ip) sont dans {—1,0}; 

(2) les exposants de ip en sont rationnels; 
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(3) n„ e y o min(^(^)7r-M)^0. 
Alors ip est un E-opérateur. 

La principale difficulté rencontrée pour prouver ce théorème vient du fait que l'opérateur 
4> := J 7 ^) (régulier en l'infini d'après corollaire 2.6.2) peut admettre des exposants entiers 
en l'infini. Cependant, à l'aide des réductions ci-dessous, on se ramène au cas où tous les 
exposants de en l'infini sont rationnels non entiers et alors le théorème découle de la propo- 
sition 6.1. 

Réductions 

I. Tout d'abord, on remarque que, pour tout £ G Z tel que x e ip G K[x,d/dx], l'opérateur 
x^ip vérifie les conditions du théorème. En effet, le polygone de Newton Ramis de x £ ip n'est 
autre que celui de à une translation verticale près. Les conditions (2) et (3) se déduisent 
du fait que A$ = A x e^ et M.^ = M. x i^. Donc, d'après (1), corollaire 2.6.2 et lemme 3.3.1, 

il suffit de démontrer le théorème pour les opérateurs de la forme: ip = Y1T=® a i( x ) ( X ~T ) > 

V (JjJb s 

avec di(x) = X]j=o ^j 3 '' 7 ^ K[x\ et a m (x) = 1. 

IL Maintenant, si a des exposants entiers en l'infini, on considère les opérateurs différentiels 
suivants déduits de ip en fonction d'un paramètre a G Q: 

y 

m d d * m d * 

^ = E a *(^)(-^- i y — ^ = E^i^y 

i=0 i=0 

I 

d \ / d V , s ( d 



i=0 

.F 



=o 



L'opérateur ^ a ainsi défini partage avec ip les propriétés suivantes. 

(1) Les pentes de NR(^ a ) appartiennent à {—1,0}. 

(2) Tous les exposants de ip a en sont rationnels. 

(3) f| v€ y min(i2 t ,(y^, a )7r~ 1 , 1) ^ 0, où est une matrice de réduction de ip a en 0. 

En effet, la première assertion résulte du lemme 2.5.1. Quant aux deux dernières, on va les 
démontrer simultanément. La matrice 



1 

x 



( 1 ... \ 
1 ... 



1 
V -a -ai -a 2 ■ ■ ■ -a m -i / 
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est associée au K(x)-modvL\e différentiel M.^. En combinant les hypothèses (1) et (2) du 

théorème 6.4 avec les observations de §2.5, la matrice A possède une matrice de réduction 

Y A G GL m (K((x))) en telle que Y A [A] = x _1 A où A désigne une matrice m x m à coeffi- 

a 1 

cients dans K dont les valeurs propres sont dans Q. Donc Ya[A H I m ] = — (A + al m ). 

Par conséquent, la matrice Y a est aussi une matrice de réduction de (^A H I m j. Or 

(a + — I m j est une matrice associée au i^(a;)-module différentiel M.^ <S>k(x) M- a = M.^ a . 
Donc, d'une part, les exposants de ip a sont tous rationnels en 0. D'autre part, depuis 
(3) du théorème 6.4, le corollaire 4.3, appliqué à Y^ et Y a ensuite à Y a et Y^ a , entraine 
Y\ veVo min(iî î ,(y^ Q )7r^ 1 , 1) 7^ 0, et la conclusion suit. 

Par ailleurs, les formules suivantes 

d 



m 

= a i0 x~ s (s — a — l) 1 + (termes d'ordre inférieur), 



i=0 



et 



d * 

*Pa(x s ) = ^ai(x)(x—- {x s ) 

i=0 

m 

= a i0 x s (s — a)" 1 + (termes d'ordre supérieur), 

i=0 

montrent que les polynômes indiciels des opérateurs de a (f> et en l'infini sont respectivement 

m m 

^2a i0 (s-a-l) 1 et ^ a i0 (s - l) 1 , 
et que ceux de ip a et ip en sont respectivement 

m m 

^2a i0 (s-ay et ^ a^s*. 

Donc, d'une part, les exposants de a en l'infini sont ceux de en l'infini translatés par —a, 
et d'autre part, les exposants de a en l'infini sont ceux de ip a en translatés par 1. Cela 
montre que les exposants de a et en l'infini sont tous rationnels. De plus, comme les 
opérateurs et a sont réguliers en l'infini, ils ont le même ordre m que celui de ip (cf. [Ba, 
§2. Remark 6]). Par conséquent, quitte à choisir un rationnel convenable a, les exposants 
de a en l'infini sont tous des nombres rationnels non entiers et le théorème résulte de la 
proposition 6.1. □ 
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